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arco di curva OB
e sua corda OP

La possibilita della democrazia

di Maria Cristina Miglionico " e Massimo Squillante

[Segue dal numero 124]

Ulteriori risultati di possibilita sono stati ottenuti agendo
sulla condizione di razionalita collettiva, nel senso dell'indebo-
limento della proprieta di transitivita delle relazioni di preferen-
za; € possibile indebolire il requisito di transitivita richiedendo
la quasi-transitivita, vale a dire la transitivita della sola prefe-
renza stretta, o l'aciclicita (se x; x x,, x, = x3, ..., X,.1 © X, , allo-
ra non deve essere x, > x;). Ad esempio, date tre alternative x,
y € z, 'ordine di preferenza collettivox =y, y = z, x ~ z, € aci-
clico e rispetta la transitivita della relazione di preferenza de-
bole (x x y ey = z implica x = z).

Risultati significativi in questa direzione sono stati ottenuti da
Amartya Sen e Allan Gibbard (che ha mostrato i limiti dell'ipo-
tesi di transitivita della sola preferenza stretta):

Teorema di possibilita (A.Sen): Esiste una costituzione che
soddisfa la transitivita della sola relazione di preferenza stret-
ta e tutte le altre ipotesi poste nel teorema di Arrow.

Teorema (A.Gibbard) Ogni costituzione che soddisfi la tran-
sitivita della relazione di preferenza sociale stretta e gli altri
assiomi di Arrow genera oligarchie (cioé un gruppo di decisori
capace di imporre le proprie preferenze).

C’é da segnalare, infine, che il risultato di Arrow & stato
esteso al caso infinito da Alan Kirman e Dieter Sondermann
(1972). Riassumiamo brevemente tale risultato: I'insieme dei
decisori sia rappresentato da un intervallo reale, ad esempio
l'intervallo I = [0,1]; per insieme socialmente decisivo si inten-
da un insieme di decisori C tale che se gli individui di C prefe-
riscono x ad y, tutto il gruppo di decisori | preferisce x ad y;
qualsiasi sia la regola di preferenza sociale assegnata allora
vale la seguente proprieta:

Teorema (A.Kirman e D.Sondermann) Per ogni € positivo
esiste un sottoinsieme socialmente decisivo C di I tale che
H(C) < g, dove u & la misura di Lesbegue.

Quindi, sebbene non ci sia un singolo individuo che determi-
na le preferenze della societa, si possono individuare coalizio-
ni arbitrariamente piccole che lo fanno.

3. Logiche a piu valori e risultati di possibilita.

Attraverso una generalizzazione della logica classica, uti-
lizzando cioé logiche a piu valori, & possibile ottenere dei ri-
sultati di possibilita, nel senso che & possibile ottenere delle
relazioni di preferenza, piu generali rispetto alle relazioni bina-
rie ordinarie, e che verificano gli assiomi di Arrow.

Un risultato di questo tipo & stato fornito da S. Ovchinikov:
Teorema di possibilita
La regola

1 n
C:R,... R, > Rla.b)= y/[;zk_l E)?k(a,b)]

soddisfa gli assiomi di Arrow se e solo se:
e Ua)+ul-a)=1
e Wa+b)< ma)+ mb)

dove R, ..., R, indicano le preferenze individuali, R, relazio-
ne fuzzy, la preferenza di gruppo, rappresentata da una fun-
zione ¥ continua, strettamente crescente sull’intervallo unita-

rio e che soddisfa le condizioni:

wm0)=0

wml)=1.

Per ottenere un risultato di possibilita, si utilizza, dunque, una
generalizzazione del concetto di relazione binaria: indicato
con A l'insieme delle alternative, una relazione binaria fuzzy su
A & un’applicazione R(a, b) su AxA a valori in [0,1] soddisfa-
cente le seguenti proprieta:

e R(a,a)=1 riflessivita
e R, b)+NRb,a)>1 completezza
e R, b) +Rb,c)-1<NR(a, ) transitivita

Dunque, per ottenere un risultato di possibilita, la sintesi delle
preferenze individuali avviene, nell’ottica di Ovchinikov, me-
diante una relazione fuzzy; I'autore stesso interpreta questo
fatto come la possibilita di modellare in maniera diversa la ra-
zionalita individuale (relazioni binarie classiche) e quella col-
lettiva (relazioni fuzzy).

Per quanto la letteratura sulle scelte collettive e sulla pro-
blematica arroviana sia ricca, il campo presenta ancora enor-
mi spunti di interesse, sia dal punto di vista metodologico che
applicativo; in particolare sarebbe interessante approfondire
'analisi dei risultati ottenibili agendo sulle relazioni di prefe-
renza nel senso delle generalizzazioni cui abbiamo accenna-
to, individuando delle vie di uscita anche per altri casi di scelte
sociali (caso infinito a la Kirman — Soderman, paradosso libe-
rale di A. Sen)
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Su due curve isocrone

di Nazario Magnarelli

Un grave P cade lungo una linea posta in un piano verti-
cale. Vogliamo sapere quale forma deve avere la linea affin-
ché, in assenza di attrito, il tempo impiegato dal grave a cade-
re lungo un arco qualsiasi sia uguale a quello impiegato a ca-
dere lungo la corda dell’arco stesso (fig. 1).
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Soluzione

Nel piano verticale del moto scegliamo I'asse x orizzonta-
le, 'asse y verticale discendente e poniamo I'origine O nella
posizione iniziale del grave. Siano p e ¢ le coordinate polari
del grave P quando si assuma il semiasse y come asse pola-
re; 'anomalia © sara I'angolo che la corda forma con il semi-
asse positivo y.

Siano p e O le coordinate polari del grave P quando si
assuma il semiasse y come asse polare; 'anomalia 9 sara
I'angolo che la corda forma con il semiasse positivo y. Lungo
la curva, la lunghezza ds di un elemento di traiettoria é:

ds=(dp)’ +(pdd) =y p> +p* -dv. ™)
Un grave che parta da fermo dalla quota 4 = 0, quando giunge
alla quota & = p cos(®) avra perso I'energia potenziale mgh per
acquistare I'energia cinetica m v* / 2. La velocita v del grave al-
la quota & si ricava dall’eguaglianza:

mgpcos(z}):%mvz, (2)
da cui 2gp cos(z?) . (3)
Il tempuscolo impiegato a percorrere il trattino ds di curva é:
22, 2
di=ds/v=|-L P __ 4p. 4)
2gp cos(é‘)

Il tempo impiegato a scendere da O a P lungo la curva é:

8 =2 2
PP HP 4 (5)
o \ pcos(®)

Se invece il grave scende lungo la corda OP, la velocita sca-
lare nel punto P & la stessa ma il tempo si ricava dalla legge
oraria:

1 =2
Pp = 58 cos(8 )i , 6)
da cui
-2
1 =2pplg cos(i%,)
e quindi

o[22
P \/; cos(ﬂp) ' @)

Se vogliamo che i tempi dati rispettivamente da (6) e (5) siano
uguali si ottiene I’equazione integro-differenziale seguente:

jﬂ” ik +” (®)
cos 191, ‘/ p cos 19P
ossia
j (N VAR A
cos 19P P cos 19P) '

Se vogliamo che le due curve siano “isocrone”, cioé che que-
sta eguaglianza valga per ogni punto P di intersezione di due
archi presi rispettivamente su di esse, Op si deve considerare
una variabile indipendente in entrambi i membri della (8). Poi-
ché questi sono pensati identicamente uguali, debbono esse-
re sono uguali anche le rispettive derivate rispetto a Op; deri-
vando I'eguaglianza, e abolendo il pedice “P” che diventa su-
perfluo, otteniamo:

e }“”W;L(pw)}=,¥+p2 o
2 cos(19) av cos(19) pcos(z}) ’
e quindi
cos(®9) ) pcos(d)+ psin() _ P2+ p?
p cos*(s9) ~\ peos(s9)’
da cui
peos(¥d)+ psin(s) Nor+p?
cos? () "~ cos(®)
e quindi:
[,bcos(é‘)+ psin(z}‘)]2 = (/72 +p2) COS2(19) .

Sviluppando il quadrato e semplificando si ha:

. dap cos(219)
20 20 cos\2v)
psin(20)=peos(20) . - 5=p sin(29)

Integriamo separando le variabili:

Jio-1 [dnte) d(sin(29) ,h{ﬁjszﬁﬁiﬁ,

(10)

11
sin 21}l a (")

con a costante d’integrazione.
Si ricava

P =a2sin(89)-cos(sd) pzza\/Z-pSin(ﬂ)-pcos(ﬂ).

Ricordando le formule di passaggio da coordinate polari a
coordinate cartesiane, si ha

x? +y2 =a42xy;
Infine
(x2+y2)2=2612-xy. (13)
La curva & la lemniscata di Bernoulli; basta una rotazione di
45° per portarla a forma canonica.

(12)

Nota storica: Questo problema fu proposto e risolto da T. Bonati e
pubblicato in Venezia nel 1781.
[*] Socio Mathesis di Latina. L’autore ringrazia il collega e amico Ar-

naldo Vicentini di Verona per gli utili spunti che gli ha dato nella realiz-
zazione di questo lavoro.

Bibliografia: Bruno Finzi e Paolo Udeschini, Esercizi di Meccanica Ra-
zionale, Tamburini editore, 1964, Milano (pag. 390)

Caos deterministico:
Let V be a set. f: V-V is said to be chaotic on V if:
1)  fhas sensitive dependence on initial conditions.
2) fis topologically transitive;
3)  periodic points are dense in V.
To summarize, a chaotic map possesses three ingredients: unpredictability,
indecomposability, and an element of regularity.

Tratto da: Devaney R. L., An Introduction to Chaotic Dynamical Systems, Ad-
dison-Wesley Publishing Company Inc, New York, 1989, pag. 50



